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Detallo a continuacién el plan de trabajo estimado a dos afos de duracién.

I. Tareas académicas - Comprende las tareas académicas usuales de un docente
Universitario grado 4. Dictado de cursos de grado y posgrado. Formacién y seguimiento
de estudiantes de la licenciatura y de posgrado. Disefio de cursos, examenes y de material
relacionado a ellos. Participacion activa en tareas administrativas relacionadas al departa-
mento de Matematica. Divulgacion académica.

II. Seminarios - Dependiendo de la disponibilidad de interesados, quisiera proponer
la realizacion de un seminario semanal en topicos basicos y avanzados de Geometria Difer-
encial y Fisica Teérica. Algunos de los topicos que me son familiares y que podrian estudi-
arse serian:

1. Teoria de las Superficies Minimas y aplicaciones - Problema de Plateau clasico; Teorema
de Allard y regularidad; Varifolds y teoria geométrica de la medida. Aplicaciones a

Relatividad General.

2. Flujos geométricos y aplicaciones - Flujo de Ricci y flujos emparentados; Flujo de cur-
vatura media y de curvatura media inversa. Aplicaciones a superficies minimas y a
Relatividad General.

3. Tépicos modernos en Geometria Riemaniana y Geometria Diferencial - Comparacion
geométrica; Convergencia y colapso de variedades Riemannianas (Cheeger-Gromov);
Curvaturaescalar e invariante de Yamabe; Geometrizacion y teoria de Thurston; Ricci
Flow y la teoria de Hamilton-Perelman.

4. Tépicos en Relatividad General y problemas matemdticos relacionados - Problema de
valores iniciales y el problema de la regularidad minima; Estabilidad de agujeros ne-
gros; Soluciones cosmolégicas y la evolucion asintoética en el tiempo; Desigualdades
geométricas de agujeros negros; Soluciones estaticas y estacionarias.

Todos ellos son topicos con una importante actividad actual internacional.

lll. Dictado de cursos avanzados (topicos) - Dependiendo del nimero de in-
teresados me gustaria proponer uno o mas cursos de posgrado en tépicos modernos en Ge-
ometria Differencial y Riemanniana o en topicos modernos en Relatividad General Matematica
con una tematica que podria incluir a la detallada en el item Il anterior. En este sentido
seria util vincular el curso de topicos y el seminario, haciendo de este un espacio paralelo

de discusion.

IV. Investigacion - Tanto la Geometria Diferencial y Riemanniana en dimensién tres
como la Matematica de la Relatividad General (RG de ahora en mas) son dos intersantes
areas que han mostrado notables desarrollos en las Gltimas décadas. A continuacion de-
scribo solamente algunos de esos desarrollos desde la perspectiva de mi formacion (ver
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mas extensamente el review [Chrusciel et al., 2010]). En primer lugar la celebrada desigual-

dad de Penrose Riemanniana'

, conjecturada por Penrose [Penrose., 1973] con argumentos
clasicos en RG y probada en [Huisken and llmanen, 2001] y en [Bray, 2001], consolidé el
uso de flujos geométricos (como el de curvatura media inversa) y de superficies minimas
como técnicas formidables en el estudio de la estructura de la RG. Décadas antes Schoen
y Yau habian demostrado la positividad de la masa usando también técnicas en superficies
minimas [Schoen and Yau, 1979]. Apreciado en su totalidad, el caso de la desigualdad de
Penrose es relevante ya que confirma la influencia de la reflexion fisica sobre la intuicion
geométrica, algo que ya habia ocurrido en 1980’ cuando se resolvia el problema de Yamabe.
Paralelamente, la desigualdad de Penrose Lorentziana, que as aun un problema abierto, sigue
bajo investigacion [Bray and Chrusciel, 2004] y ha disparado el estudio de nuevos flujos ge-
ométicos emparentados al de curvatura media inversa, [Bray and Khuri, 2011]. El estudio
de esta desigualdad estimul6 a su vez el analisis de equivalentes a superficies minimas en
geometria Lorentziana, como las Superficies Marginalmente Atrapadas?, su estabilidad y su
regularidad [Andersson et al., 2011].

La desigualdad de Penrose pertenece de hecho a una clase mas amplia de desigualdades
con un significado fisico relevante y con caracteristicas similares a las desigualdades isoper-
imétricas. Ejemplos de ello son la desgualdad Masa-MomentoAngular probada por Dain
[Dain, 2008], o la desigualdad Area-MomentoAngular para agujeros negros axisimétricos
[Dain and Reiris, 2011a], (ver también [Jaramillo et al., 2011]). Esta altima ha sido nece-
saria para la prueba de la inexistencia de sistemas axisimétricos con dos agujeros negros en
equilibrio, [Neugebauer and Hennig, 2009], [Chrusciel et al., 2011]. También ha sido usada
en [Reiris, 2015a] donde se demostré la inestabilidad de la soluciones de agujeros negros
de Kerr-Newman extremales®. Todos estos desarrollos convalidan también la importancia
de los mapas armonicos en problemas de minimizacion relacionados a area o masa, muy
similar al la estrategia original de Douglas al problema de Plateau, [Douglas, 1931].

En relacion a la unicidad de agujeros negros en dimension 3+1 han habido interesantes
desarrollos técnicos [Alexakis et al., 2010] que combinan técnicas geométricas y de PDE,
principalmente con estimaciones de Carleman, en un esfuerzo por remover la indeseada
hipotesis de analiticidad de Hawking en su ya celebrada unicidad de la solucion de Kerr,

'La desigualdad de Penrose Riemanniana aserta que una variedad Riemanniana (de dimensién tres), de
curvatura escalar no negativa, asintéticamente plana y de borde minimal (y outer-minimizing) satisface la
desigualdad A < 167m?, donde A es el area del borde y m es la masa (ADM). La desigualdad se interpreta
usualmente como una cota superior para la el area de un agujero negro (o varios) en término de la masa total.
La igualdad se alcanza solamente en la solucién de agujero negro de Schwarzschild.

’En términos simples, una superficie marginalmente atrapada representa una ‘localizacién’ del horizonte
de eventos de un agujero negro.

*La familia de soluciones de Kerr, o agujeros negros de Kerr, representan a agujeros negros en rotacion a
excepcion de la solucion de Schwarzschild, que es un miembro de la familia de Kerr, y que representa un agujero
negro estatico y sin momento angular. La familia de Kerr-Newman representan agujeros negros cargados y en
rotacion, a excepcion nuevamente de la solucion de Schwarzschild-Newman que es estatica. Un agujero negro
de Kerr extremal tiene rotacion maxima. Una agujero negro de Kerr-Newman extremal tiene una combinacién

maxima de momento angular y carga.
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[Hawking and Ellis, 1973]. Adicionalmente, han habido importantes contribuciones a la es-
tabilidad del espacio de Minkowski [Lindblad and Rodnianski, 2010] y el efecto-memoria
[Bieri et al., 2011] que deberian impactar en algin momento sobre la fisica de la ondas grav-
itacionales. El estudio de la estabilidad lineal de la solucion de Kerr ha acaparado también
atencion en los altimos afos. Finalmente, es necesario destacar el trabajo de Christodoulou
[Christodoulou, 2011] en el problema de la formacion de agujeros negros por la focalizacion
de ondas gravitacionales, aun por impactar en el campo de la fisica.

En el area de la Geometria Diferencial y Riemanniana es inevitable destacar, por su es-
pectacularidad y derivaciones, la prueba de Perelman de la Conjectura de Geometrizacion
de Thurston usando el flujo de Ricci (ver [Morgan and Tian, 2006]). El trabajo, que repre-
senta en si un hito en la historia de la Geometria Riemanniana y la topologia, tiene im-
portantes derivaciones también en RG. Moncrief y Fischer [Fischer and Moncrief, 2000],
Anderson [Anderson, 2004] y Reiris [Reiris, 2010], han estudiado la geometrizacién en el
flujo de Einstein (estos es las ecuaciones de Einstein vistas como un flujo sobre una var-
iedad tridimensional). Por otro lado, usando fundamentalmente el Ricci flow, Marques
[Marques, 2012] prob6 que el espacio modular de metricas de curvatura escalar positiva
es conexo, un resultado con interesantes derivaciones en el estudio de la geometria de los
estados iniciales en RG. También en [Reiris, 2009a] se ha dado una prueba diferente a la de
Schoen-Yau y de Witten de la positividad de la masa, usando la geometrizacion de Thurston.
Finalmente, técnicas de comparacion geométrica 4 la Backry-Emery, introducidas por Perel-
man principalmente para el estudio de solitones, han tenido también interesantes aplica-
ciones en el estudio de las soluciones estaticas (que son ‘solitones’ en RG), [Case, 2010],
[Reiris, 2015b].

A continuacion describo brevemente cuatro ‘programas’ que seria interesante tener
como una guia de investigacion para los proximos dos afios. Estos propuestas estan vincu-
lados a los desarrollos descritos enteriormente y abarcan una variedad de temas intervincu-
lados en Geometria Diferencial, Ecuaciones en Derivadas Parciales (PDE) y la Matematica
de la Relatividad General.

(A) CLASIFICACON DE SOLUCIONES ESTATICAS EN EL VACIO Y SIN HIPOTESIS TOPOLOG-
ICAS NI ASINTOTICAS - Desde los comienzos de la RG las soluciones estaticas han desem-
penado un rol fundamental. Ya en 1916, (solo meses después de que Einstein brindara las
ecuaciones de la RG), Schwarzschild present6 una solucién estatica que entonces se inter-
preté como el campo gravitatorio de una masa puntual. Cincuenta afios tomé aproximada-
mente interpretarla como el campo gravitatorio de un agujero negro y sesenta entender que
es Unica dentro de la clase de soluciones estaticas asintoticamente planas [Israel, 1967]. Al-
gunos anos después de Schwarzschild, Levi-Civita y Kasner estudiaron soluciones estaticas
con simetria R? y su unicidad (ahora soluciones de Kasnery que contienen genéricamente
singularidades). Mas recientemente Korotkin y Nicolai [Korotkin and Nicolai, 1994] pre-
sentaron una solucion de agujero negro estatico con asintética Kasner y en 2005 Anderson
[Anderson, 2000] probd que toda solucién estatica y geodésicamente completa es nece-
sariamente Minkowski. Lo que proponemos es demostrar que el espacio de Minkowski,
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el espacio de Schwarzschild y las soluciones de tipo* Korotkin-Nicolai son las tnicas solu-
ciones estaticas regulares (esto es, sin singularidades de curvatura y con horizontes, de
existir, compactos). Dicho de otra manera, el proyecto consiste en clasificar las soluciones
estaticas regulares, lo que incluiria en si todas las configuraciones de agujero negro posi-
bles. El proyecto es de hecho parte de un trabajo ya en curso y avanzado. La idea es usar
la técnicas de comparacion geométrica a la Backry-Emery desarrolladas en [Reiris, 2015b]
y varios trabajos de Galloway para clasificar la topologia. Una vez clasificada, la asintotica
se estudia con técnicas de colapso de variedades Riemannianas (Cheeger-Gromov).

(8) CONSTRUCCION DE UNA SOLUCION COSMOLOGICA ‘DOBLE CUSP’ - El primer mod-
elo cosmoldgico usando la RG fue propuesto por Einstein en 1917. Tuvo la audacia de
proponer un ‘principio cosmoldgico’ y de introducir una constante cosmologica. El resul-
tado es un universo invariante en el tiempo, isotropico y homogéneo. Desde entonces el
estudio de las soluciones cosmoldgicas, representen o no el universo actual, ha sido un
tema central en RG y Geometria Lorentziana. Los modelos de Friedman-Lemaitre son los
mas utilizados pero la diversidad de las soluciones cosmolégicas es mucho mayor. Mod-
elos con una, dos o mas simetrias (en el vacio) han sido estudiados ampliamente, pero
el conocimiento sobre soluciones (en el vacio) sin simetria alguna es mucho mas escaso.
La asintética en el tiempo de la geometria espacial, es decir la ‘forma final’ del universo
a escala cosmoldgica, ha sido estudiada pero bajo condiciones a priori en la curvatura
[Fischer and Moncrief, 2000],[ Anderson, ],[Reiris, 2010]. En tales casos, la geometria es-
pacial asintética en el tiempo geometriza la tres variedad espacial (el espacio propiamente
dicho) en el sentido de Thurston. Lo que no se conoce hasta ahora es la existencia de una
solucién cuyo asintética no sea homogénea (una geometria homogénea es también una
geométria pura de Thurston). El proyecto que proponemos es construir uns solucion cuya
asintdtica temporal, que llamamos ‘double cusp’, consista en dos variedades hyperbdlicas
unidas por un cuello de seccién toroidal y separandose la una de la otra uniformemente a
medida que avanza el tiempo. El estudio de las soluciones ‘double cusp’ tiene antecedentes
en [Anderson, ] y en [Reiris, 2010]. Concretamente en [Reiris, 2010] se construy6 una solu-
cion aproximada a un ‘double cusp’, y que satisface las ecuaciones de Einstein (en el vacio)
a menos de un error que decrece en el tiempo exponencialmente. La idea es probar que
dicha solucion aproximada puede ser perturbada de manera de obtener una solucién ex-
acta con las mismas propiedades asintdticas. El trabajo posee una importante dificultad
téctica pero es factible. La construccion del ‘doble cusp’ seria una importante contribucion
a la Matematica de la RG.

(C) ESTUDIAR EL COLAPSO DE TRES VARIEDADES CON CURVATURA ESCALAR NO NEGA-
TIVA O ACOTADA INFERIORMENTE - Un desafio formidable de la Matematica de la RG es pre-
decir la ocurrencia de singularidades y su naturaleza. La tarea es formidable en parte porque
las ecuaciones de Einstein poseen propiedades tnicas no compartidas por otras ecuaciones
mas estudiadas y entendidas. En coordenadas apropiadas, las ecuaciones de Einstein son

*Es decir que tienen las mismas propiedades topolégicas y asintéticas de las soluciones de Korotkin-Nicolai.
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de naturaleza hyperbdlica, (como las ecuacién de ondas) y por ello para su analisis es nece-
sario usar normas (o energias) integrales. Pero siendo a la vez una ecuacioén geométrica, se
necesitan normas integrales en la curvatura (espacial). Una obstruccén bésica en el anali-
sis de la dinamica de las ecuaciones de Einstein y del analisis de las singularidades es que
no se conocen técnicas completas para estudiar la geometria tridimensional (o espacial)
de este modo. En general el estudio de la geometria en términos de normas integrales de
curvatura es complejo y muy diverso. Sin embargo en RG, la geometria espacial tridimen-
sional tiene la curvatura escalar acotada uniformemente por debajo. Esa sutil diferencia es
crucial. Lo que proponemos concretamente es probar que, en dimension tres, la geometria
esta completamente controlada por (i) la norma integral de la curvatura, (ii) la cota inferior
de la curvatura escalar, y (iii) por el diametro de la variedad. Aunque parezca de naturaleza
exclusivamente técnica, controlar la geometria en estos términos seria en si un progreso im-
portante, como ha sido esbozado y elaborado en [Reiris, 2009b]. Este es también un trabajo

€n curso.

(D) ESTUDIAR EL PROBLEMA DE LA ESTABILIDAD LINEAL DE LA SOLUCION DE KERR Y DE
KERR EXTREMO - El analisis de la estabilidad de las soluciones de agujeros negros de Kerr
es uno de los temas mas activos actualmente en RG. En relacén a esto, Sergio Dain (colega
mio de la Universidad Nacional de Cdordoba - Argentina) y su estudiante Ivan Gentile, han
encontrado recientemente un conjunto interesante de energias (normas) conservadas en
la linearizacion axisimétrica de las ecuaciones de Einstein al rededor de la solucién de
Kerr [Dain and Gentile de Austria, 2014],[Dain and Gentile de Austria, 2015]. Brevemente,
quisiera comentar que un posible proyecto conjunto, (pero tentativo aun), con mi colega
Sergio Dain consistiria en explotar dichas energias para probar la estabilidad lineal de la
soluciéon de Kerr. Ambos tenemos un trabajo previo emparentado [Dain and Reiris, 2011b].
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